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[bookmark: _Toc60004420]Пространственные данные и временные ряды.
[bookmark: _Toc60004421]пространственных данных является

Примером пространственных данных является, например, набор сведений (объем производства, количество работников, доход и другое) по разным фирмам в один и тот же момент времени (пространственный срез). Другим примером могут являться данные по курсам покупки/продажи наличной валюты в какой-то день по обменным пунктам Москвы.

[bookmark: _Toc60004422]Под временным рядом понимается последовательность наблюдений значений некоторой переменной, произведенных через равные промежутки времени. Если принять длину такого промежутка за единицу времени (год, квартал, день и т. п), то можно считать, что последовательные наблюдения x1, ..., xn произведены в моменты t = 1, ..., n. 
[bookmark: _Toc60004423]Модель парной регрессии 
Пусть у нас есть набор значений двух переменных Xt, Yt, t = 1, ..., n; можно отобразить пары (Xt , Yt ) точками на плоскости. 
Предположим, что нашей задачей является подобрать ("подогнать") функцию Y = f(X) из параметрического семейства функций f(X,β), "наилучшим" способом описывающую зависимость Y от X, то есть выбрать наилучшее значение β-с крышкой.
[bookmark: _Toc60004424]Меры отклонений
В качестве меры отклонений функции f(Xt, β) от набора наблюдений (Yt) можно взять: 
1) Сумму квадратов отклонений
2) Сумму модулей отклонений
3) Более сложная (например ф. Хубера) см. стр. 5 в лекции
[bookmark: _Toc60004425]Плюсы и минусы разных мер отклонений. см. 6 страницу лекций.
[bookmark: _Toc60004426]Метод наименьших квадратов (МНК) 
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[bookmark: _Toc60004427]оценку коэффициентов
Находим оценку коэффициентов (a, b с крышками) из необходимого условия экстремума (частные производные функционала = 0).
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[bookmark: _Toc60004428]Линейная регрессионная модель с двумя переменными 
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где X - неслучайная (детерминированная) величина, а Yt, eps_t - случайные величины, Yt называется 
[bookmark: _Toc60004429]объясняемой (зависимой) переменной, а Xt - объясняющей (независимой) или регрессором. Уравнение, приведенное выше, также называется регрессионным уравнением. 
[bookmark: _Toc60004430]Природа ошибок eps_t см. страница 9 лекции.

Таким образом, можно считать, что eps_t случайная величина с некоторой функцией распределения, которой соответствует функция распределения случайной величины Yt. 
[bookmark: _Toc60004431]Основные гипотезы (если они выполнены, то линейная регрессионная модель называется нормальной линейной регрессионной моделью)
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Условие 3(а) – независимость дисперсии ошибок от номера наблюдения называется
[bookmark: _Toc60004432]гомоскедастичностью, случай когда это условие не выполняется называют
[bookmark: _Toc60004433]гетероскедастичностью.

[bookmark: _Toc60004434]Автокорреляция ошибок
Условие 3(b) указывает на некоррелированность ошибок для разных наблюдений. Оно часто нарушается когда имеем дело с вр. рядами. 
В случае, когда это условие не выполняется, говорят об автокорреляции ошибок.
[bookmark: _Toc60004435]Теорема Гаусса-Маркова.(доказательство 11-14).
Оценки коэффициентов (a,b – с крышкой) полученные МНК являются наиболее эффективными (в смысле наименьшей дисперсии) оценками в классе линейных несмещенных оценок.
Получили оценки МНК раньше.
2) Их несмещенность
3) Нашли дисперсию оценок коэффициентов (a, b – с крышкой).
4) Показываем, что дисперсия оценок полученных МНК является наименьшей в классе всех линейных несмещенных оценок.
[bookmark: _Toc60004436]Находим дисперсию ошибок (сигма^2)
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[bookmark: _Toc60004437]Метод максимального правдоподобия (ММП).
[bookmark: _Toc60004438]Основные моменты:
1) ММП помогает ответить на вопрос «каковы наиболее вероятные значения параметров модели (a,b и сигма^2) для данного набора наблюдений.
2) Составили функцию правдоподобия и она достигает максимум в той же точке что и логарифм от функции правдоподобия. (L и ln(L)).
3) Оценки ММП и МНК для a,b совпадают (a,b – с крышкой). Для сигма^2(с крышкой) не совпадают, но при этом обе имеют право на существование. Но при этом помним, что сигма^2(с крышкой) при МНК несмещенная, следовательно для ММП смещенная.
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[bookmark: _Toc60004439]Статистические свойства МНК оценок параметров регрессии.
Рассматриваем нормальную линейную регрессионную модель (то есть eps – нормально распределенная с.в.).

[bookmark: _Toc60004440]Распределение оценки дисперсии ошибок s^2 (она же сигма^2- с крышкой).
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[bookmark: _Toc60004441]Независимость s^2 и МНК оценок a,b-с крышкой.(есть доказательство Магнус 49)
[bookmark: _Toc60004442]Проверка гипотезы b = b_0
[bookmark: _Toc60004443]Принимаем гипотезу H_0: b = b_0 если t < t(n- 2)-Т-статистика Стьюдента.
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Альфа – доверительный уровень.
Если смотрим альфа/2 при расчете статистики Стьюдента t(n-2), то мы отвергаем гипотезу H0 в пользу гипотезы H1: b != b_0.
Если смотрим альфу при расчете Т статистики, то значит H1:b>b_0;
[bookmark: _Toc60004444]Доверительный интервал это Т-статистика +- b-с крышкой(оценка коэффициента).
[bookmark: _Toc60004445]Доверительный интервал накрывает истинное значение параметра b с заданным процентом точности (100 – альфа).
[bookmark: _Toc60004446]Анализ вариации(разброс) зависимой переменной в регрессии(TSS, RSS, ESS).
Сумм(Y_t – Y_ср)^2 – разброс Y_t вокруг среднего.
[image: ] 
TSS – вся дисперсия. ESS – необъясненная часть дисперсии. RSS – объясненная часть дисперсии.

[bookmark: _Статистика_R^2_–][bookmark: _Toc60004447]Статистика R^2 – коэффициент детерминации.
Коэффициентов детерминации, или долей объясненной дисперсии называется величина 
R^2 = 1 – ESS/TSS = RSS/TSS.
(имеет смысл если константа включена в число объясняющих параметров регрессии).
0 <= R^2 <= 1
Если 0, то регрессия ничего не дает, то есть X_t не улучшают качество предсказаний Y_t по сравнению с тривиальной оценкой Y_t-с крышкой = Y_ср

R^2 = 1 точная подгонка, то есть все остатки регрессии e_t = 0. 

[bookmark: _Toc60004448]F-статистика для проверки гипотезы H0: b – b_0 = 0;
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[bookmark: _Toc60004449]Модель множественной регрессии.
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[bookmark: _Toc60004450]Основные гипотезы (если они выполнены, то модель называется Нормальной Линейной Регрессионной)
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[bookmark: _Toc60004451]Матричный вид этих гипотез.
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[bookmark: _Toc60004452]Теорема Гаусса-Маркова для множественной регрессии.
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[bookmark: _Toc60004453]Статистические свойства МНК-оценок.
[bookmark: _Toc60004454]Оценка дисперсии ошибок сигма^2 (оценка sigma^2 это s^2). Распределение s^2.
(Доказательство страница 74 Магнус)
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[bookmark: _Toc60004455]R^2 множественной регрессии.
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См. Линейную регрессию там есть некоторые значения R^2. (=0, =1).
[bookmark: _Toc60004456]Скорректированный R^2 (R^2_adj) взялася из-за недостатков R^2.
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[bookmark: _Toc60004457]Свойства скорректированного R^2 (и вообще мы считали его разным, поэтому можно не брать формулу написанную выше).
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[bookmark: _Toc60004458]Проверка гипотез.
[bookmark: _Toc60004459]Т-статистика Стьюдента(проверка отдельных значений коэффициентов betta_i)
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[bookmark: _Toc60004460] F-статистика Фишера(проверяем что все коэффициенты betta = 0). Использует R^2.
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[bookmark: _Toc60004461]Тест Чоу
[bookmark: _Toc60004462]Две выборки, строим модели по ним, вопрос совпадают ли модели (то есть совпадают ли коэффициенты betta_i при каждом регрессоре, пример зп мужчин и женщин) + разбор доказательства.
Предположим, у нас есть две выборки данных. По каждой выборке мы строим регрессионную модель. Вопрос, который нас интересует: верно ли, что эти две модели совпадают? Рассмотрим модели: 
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[bookmark: _Toc60004463]Мультиколлинеарность 
T-статистикаи маленьки для betta_i => что свидетельствует о незначимости соответствующих независимых переменных (регрессоров). 
А F-стастика наоборот большая, что говорит о значимости модели в целом. Одна из причин Мультиколлинеарность.
[bookmark: _Toc60004464]В теормине есть про то, что у нас тогда матрица X должна иметь линейно независимые столбцы, иначе нельзя считать МНК
[bookmark: _Toc60004465]Характерные признаки мультикол(3 штуки).
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _Toc60004466]Что предпринять в случае мультикол (7 штук, того что можно сделать).
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[bookmark: _Toc60004467]Фиктивные переменные
Применяем для описания качественных признаков. (Количественные – это например размер зп, а качественные – есть или нет высшее образование итд)
Такие качественные признаки можно выражать через 0-1 (0 нет этого признака, 1 есть), можно и другие числа брать, но 0 и 1 проще (считать и воспринимать в целом).

[bookmark: _Toc60004468]Замещающие переменные.
Лучше взять заменяющую переменную, чем никакой. (заменит фактор который мы очень хотим взять в модель, но не можем в силу разного рода обстоятельств и взять какой-то косвенный связанный с этим фактором).
Из теормина.
Часто бывает, что нельзя найти данные по переменной, которую хотелось бы включить в модель, например:
1. Из-за расплывчатого определения переменную нельзя измерить,
2. Измерить можно, но это требует большого количества времени и средств. 
В этом случае вместо переменной можно использовать ее заменитель. Это лучше, чем пренебрегать переменной. Например:
1. Качество образования - отношение числа студентов к числу преподавателей,
2. Социально-экономическое положение человека - уровень его дохода. 
Причины, по которым следует включить в регрессионное уравнение замещающие пере- менные:
1. Если опустить важную переменную, то можно получить смещенные оценки,
2. Оценка регрессии можно дать косвенную информацию о замещаемой переменной. 

[bookmark: _Toc60004469]Частная корреляция.
Возникает естественная задача найти “чистую“ корреляцию меж- ду двумя переменными, исключив (линейное) влияние других факторов. Это можно сделать с помощью коэффициента частной корреляции. (При высокой корреляции двух регрессоров, один можно исключить или они оба вообще зависят от какой-то третей переменной).
[bookmark: _Toc60004470]Алгоритм высчитывания частной корреляции. Цель определить корреляцию между x1 и y устранив влияние x2.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004471]Связь с R^2 и просто формула для частной корреляции.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004472]Процедура пошагового отбора переменных 
Решаем проблему, какие переменные включить в регрессионную модель.

Основными пошаговыми процедурами являются 1) процедура последовательного присоединения, 2) процедура присоединения-удаления и 3) процедура последовательного удаления. 

[bookmark: _Toc60004473]Опишем процедуру присоединения-удаления(2 шага, второй шаг разбит на два подшага).
[image: ]
[bookmark: _Toc60004474]Спецификация модели
Суть: вдруг мы не угадали вид модели, мы то считали все для короткой!!!! А вдруг взяли короткую, а истинная модель длинная, или наоборот. 
Длинная – это, где больше слагаемых?
[bookmark: _Toc60004475]Табличка хороша
[image: ]
[bookmark: _Toc60004476]Выводы
1. Если включить как можно больше переменных в регрессию уравнения, то при этом уменьшится точность оценок, а качество подготовки возрастет.
2. Увеличение числа регрессоров приводит к сильной корреляции между регрессорами и, следовательно, к не устойчивости модели (мультиколлинеарность). 
Доказательства какие-то смотри теормин страницу 16.
[bookmark: _Toc60004477]Временной ряд.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004478]Строгая стационарность ряда (стационарность в узком смысле)
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _Toc60004479]Стационарный в широком смысле ряд (слабо стационарный)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004480]Гауссовский ряд
[image: ]
[bookmark: _Toc60004481]Автокорреляция и автоковариация 
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _Toc60004482]Коррелограмма 
[image: ]
[bookmark: _Toc60004483]Процесс Белого Шума (БШ)
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _Toc60004484]Гауссовский Белый Шум
[image: ]
[bookmark: _Toc60004485]Процесс авторегрессии 
[image: ][image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004486]Авторегрессия порождает стационарный ряд если: 
[image: ]
[bookmark: _Toc60004487]Оператор запаздывания
[image: ]
[image: ]
[bookmark: _Toc60004488]Необходимое и достаточное условие стационарности авторегрессионной модели? (уравнение a(z))
См вверх немного, начало ответа там про a(z) = 0.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004489]Система Юла-Уокера.
[image: ]

[image: ]

[bookmark: _Toc60004490]Процесс скользящего среднего порядка q (MA(q))
[image: ]
[bookmark: _Toc60004491]В матричном виде MA(q) и оператор запаздывания L.
[image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004492]Автоковариация и автокорреляция для MA(q)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004493]Физический смысл MA(q)?
[image: ]
[bookmark: _Toc60004494]Обратимость процессов AR(p) и MA(q) (авторегрессии и скользящего среднего)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004495]Смешанный процесс авторегрессии – скользящего среднего (процесс авторегрессии с остатками в виде скользящего среднего)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004496]Свойства ARMA(p,q) смешанный процесс авторегрессии и скользящего среднего (стационарность)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004497]Условие обратимости ARMA?
[image: ]
[bookmark: _Toc60004498]Стационарный процесс ARMA всегда можно представить MA(беск), при выполнении условия обратимости ARMA можно представить AR(беск)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004499]Предпосылка для обоснования использования ARMA(p,q). Выбор коэффициентов p, q в зависимости от того, суммой каких процессов является
[image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004500]Суммы AR(p) и MA(q) и что получаем (MA(q1) + MA(q2) = MA, остальное дает ARMA)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004501]Использование ARMA а не AR(беск) и MA(беск) с целью экономичности(много коэффициентов оценивать = плохо).
[image: ]
[bookmark: _Toc60004502]ARMA учитывающие сезонность. Сезонная авторегрессия первого порядка SAR(1) (SAR(1) стационарная модель)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004503]ARMA учитывающие сезонность. Модель сезонного скользящего среднего первого порядка SMA(1) (SMA(1) стационарная модель)

[image: ]
[bookmark: _Toc60004504]Автокорреляции в SAR(1) и SMA(1)
[image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004505]Аддитивные сезонные модели ARMA((1,4),1) и ARMA((1,4),1)
[image: ]
[bookmark: _Toc60004506]Мультипликативные спецификации
[image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004507]Подбор стационарной модели ARMA для ряда наблюдений
[image: ][image: ][image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004508]Идентификация стационарной модели ARMA.(+ поведение автокорреляционной функции процессов AR(p) и MA(q))
[image: ]
[bookmark: _Toc60004509]Автокорреляция ARMA(p,q) процесса и частная автокорреляционная.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004510]Значение частной автокорреляционной функции ARMA(p, q) через автокорреляционную.
[image: ]
[bookmark: _Toc60004511]Поведение автокорр. и частных автокорреляционных функций.
[image: ][image: ]
[bookmark: _Toc60004512]Нестационарный процесс авторегрессии-интегрированного скользящего среднего ARIMA (p,d,q). Подход Бокса-Дженкинса построения модели типа ARIMA (p,d,q) по реализации временного ряда. 
[image: ]
Дополнение(чуть подробнее подход) к билету Миши 
[image: ]
[image: ]
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B perpeccuonnom ypasHeHuu noMuMo Ko3(duIueHTOB perpeccuu a U b ecTb emie OfuH
nmapamerp — Jucrepcus onmbox o2,

Ilycrs 17‘ = E+/Z;X¢ — 1poruo3 3navenus Y; B rouke X;. OcTaTKu perpeccu €; OlpeJelsioTcs
U3 ypaBHEHUs
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lloaxon bokca - J2KeHKHHCcCa

Bokce u JIXKeHKUHC IPEUIOKIIA CIIETYIONHil TIOXO0, COCTOSIIMIA U3 HECKOIBKIX
9TaIoB, K BhIGOPY Mozemu Tuna ARIM A 10 HabioaeMoll peallt3aliy BpeMEHHOIO PsiJia.

1 sran "Wnentudukanus mogenn"

1. VeraHOBUTE IOPAIOK MHTErpamuy d, TO eCTh JOGHTHCS CTAIMOHAPHOCTH PSJIa, B3SB J0-
CTATOYHOE KOJIMYECTBO I0CIIe/I0BATENBHBIX pasHocTel. [pyrumu ciiosamu, "ocranyona-
puts"paj. Mcnonssyiores Bee OIMCAHHBIE DaHee CPEJCTBA BU3Y/ILHBIH aHAIM3 KOppe-
JIOrPAMMBI BU3YAJIbHBL AHAJIN3 ABTOKOPPEJIAIMOHHO i YACTHON ABTOKOPPEJIAIMOHHOMN
byHKIWH, TecT Ha eAUHUYHBIH KOpeHb. d < 2 - 06bI4HO.

2. Tocsie 3TOro Mbl IOJTy9aeM BPeMEHHO Psij Y, KOTOPOMY Hy3KHO nogobpars yxxe ARM A(p, q).
Vcxons w3 NOBeJIeHUs ABTOKOPPEIIAIMOHHOM U YACTHOMH aBTOKOPDE/IANMOHHOM (byHK-
LM, yCTAHOBUTH ITapaMeTphl p U ¢. Pekomenyercst, urobet v + 3 < 3. Py + g <=3, ecau nem ceaonnoii S
Komnonenmot
2 sran "OuenuBanue mojean"
Ouenusanye K03 HUIHEHTOB ¢, . .
eMpuq.
3 Dran "Juaraocruka monean"
CrangapTHas Ui SKOHOMETPHYECKOro Iojxoia mpoueaypa. Ilo ocrarkam ocy-
ILIECTBIIAETCS TECTUPOBAHME MM JMATHOCTHKA OCTPOEHHON MOJe).
4 Sran "Mcnosnb3oBanue momean"

@y, By, . . ., B, IDH YCIIOBUH, YTO MBI yKe 3Ha-
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Takum o6pasom,
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€,
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SIBJISICTCS] HECMELIEHHOI OLEHKOM Jyucrepenu omuboK o2,
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Ha npakruke jucnepcust ommGoK 02, Kak IPABIIIO, He U3BECTHA M PACCYUTHIBACTCS OJIHO-

BpeMeHHO ¢ Koaddunuenramu a, b.

B sroM citydae MOryT GbITh IOJIy4eHbI TOJILKO OLEHKH Jjucuepcuit @,b (npu samene o

2 Ha
52):

~~ 1 8
V)= 2215 SE X

Xz R
nyw  ny(X - X)?

B crarucTndecKux nakerax UCHOIb3YIOTCS BbIIEYKA3aHHbIE (GOPMYIbI Ml HAXOXKIECHUS

CTaHJIAPTHBIX OTKJIOHeHHit oleHoK KoshdummenTtos perpeccuu: s; = 1/ \7(’!;), Sz = HV(E).
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ITpeanonoxkuM, YTo Mbl MILEM JAPAMETPL HOPMaIbROH auHelno#
PErpecCUoOHH Ol MOIEIIH

Yi=a+bX; 5. (2.33)
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Ouubky perpeccun £; HE3aBUCHUMBI H PACTIPEAE/IEHDI II0 HOPMAAbHOMY
3aKoHy:
e ~ N(0,0?%), (2.34)

WK, YTO ABAAETCA 3KBHBaAJICHTHOM 3anichio,
Y; ~ N(a +bX;, 02).

Nwmes nabop mabmopennit (X¢,Y:), ¢ = 1,...,n, MBI MOXeM 17o-
IBLITATLCS OTBETUTL HA BOIIPOC: NPU KOKUL 3HAYEHUATL NAPAIMEMPOS
a, b, 0® modesu (2.33)-(2.34) sepoammocmv noaywums smom 1abop
nabarodenuti neubosvwasn? Jdpyrumu cioBaMH, KakoBbl Haubosiee Be-
POSITHEIE 3HAYEHAS IAPAMETPOB MOJENH AJisi AaBHOro Habopa Hab/io-
geHuit?

Yrobs! OTBETUTH Ha ITOT BOIPOC, COCTABMM HyHKuuI0 npasdono-
dobusa (nprnokenne MC, 1. 7), paBHYIO IPDOM3BEACHUIO IJIOTHOCTEH

BEPOSITHOCTH OTHENBHHX HAOMIOACHHH (MBI CYNTaEM BCe €, HE3aBHCH-
MBIMH):

n
L(Yly-' .,Yn,a,b,02)=p(Yl,. --yYanly-- . ,Xn,a,b,02)=Hp(Yt)
t=1

= (27)"*(6?) "2 exp ( ~-0% Y (Yi-a- bXt)ﬂ, (2.35)
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rae p 0b03HAYAET TUIOTHOCTL BEPOSTHOCTH, 3aBucamylo or Xi, ¥ u
apamMeTpos a, b, o2, Iist Toro urobn1 Hakry Hanboiee OpPaBAOIONOE-
HbIC 3HAYCHMS MAPAMETPOB, HaM HEOOXOAWMO HalTy TAKHe MX 3HA-
YeHUs, Npu KOTOPhIX pyHKnus mpasgonomodust L (2.35) mocruraer
caoero Maxcumyma. Tak kax pysxuun L v In L ognospeMenno nocru-
TaI0T CBOEr0o MaKCHMYMa, HOCTATOYHO MCKATh MaKCHMyM Jorapudma
$bynxnuu npaprononobus

InL(Y:,...,Yn,a,b,0) = — gln(Zfr) - gln(0‘2)

20221@ a—bXy)2. (2.36)

. Heobxounmpie ycnonus sxerpemyma ¢gpynxuun In L umelor sux;:

8Ll 1
3’; = > (Yi-a~bX) =0, (2.372)
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Pewennem cucrembl ypasuennit (2.372)-(2.378) aBasiorcs oueHxu
MEKCUMBADHOZ0 NPAEOON0J00oUR

™ LYt L7 W 1
bmr, = Z—;Q"; amy =Y —buLX; Gy = - doe (2:38)

OrMeTnM, YTO OHEHKH MaXCHMAJIBLHOrO Npasronoxodust napamer-
POB @, b COBMATAIOT C OUEHKAMH METONS HAUMEHBIIHX KBAJpPATOB
oML = @oLs, SML = boLs. DTO JIETKO BUAETh U3 TOTO, YTO ypaBHe-
HAs (2.37a) u (2.376) coBI2ZAIOT C COOTBETCTBYIOIGUMH YPaBHEIHIMH
METO/ia HaMMEHbIIuX KBaapaTos (2.2). OueHka MakCHMaJBbHOIO Rpas-
BonoxoGus mist o2 11e COBNAKaeT ¢ gy g = 3. e2/(n—2), KoTopas, xax
MBI 3HaeM (cM. (2.15)), aBASETCA HECMEMICHIION OUEHKON MUCIEPCHH
ommbox. Taxam 06pasom, Gy, = ((n — 2)/n)53 g ABAAETCH CMElLCH-

HOM, HO TeM 1€ MEeHee COCTOATENLHOM OIeHKOMH o2.
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t=b-bu

~t(n— 2).
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Onenxa guc-

FlepCUT OHEHKH b MOMKeT GLITH TOJIyueHa 1o opmyne V) = s% =
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Oﬁosﬂa.'mm epes Yg = @+bX, npenckazannoe 3pavenue Yy, Torma
WY =(Y;- YE) + (11 Y) (cm. prc.2.5) u sapuanua Y; npezncran-
JISIercsT B BUAE TPEX CJIATaGMBbIX:

S -PP =Y (%-0)+ > (T-7)?

+2> (-Y)¥-7). (2.25)

Tperne cnaraemoe B (2.25) pasno HyMO, Tak Kak ¥ — Y = €, -
BEKTOD OCTATKOB PEFPECCHM, OPTOTOUAJIEH KOHCTAHTE ¢ M BEKTODY T

(cM. (2.7)). B camom_pee, Teal-Y) = Ne@+bX, -Y) =
@+ X — Y e+ bz ey = 0. TlosToMy BEpHO PaBeCTBO

Y(Y-7)? = D-N)? + THR-7)2 (2.26)
TSS ESS RSS '




image16.png
\£.29/

Honygennyio F-CTaTHCTUKY MOMKIIO HCHOMBL30BATL A IIPOBEPKH

uynesoii ruuoresst Hg: b — by = 0. Ilpu 9roit runorese CTaTHCTUHKA
(2.28) BoirnsiguT CaenyomUM 06pasoM:

TR e
F= % ~F(1, n-2). (2.29)

Ecny nynepas renoresa cipasepnnba, To 3uademme F 5 (2.29) ma-
510. Taxum 06pasoM, Ml OTBEPTAacM HYIEBYIO THIOTE3Y, CCiH F mpe-
BOCXOAUT KPUTHYECKOe 3Havenue Fo (1, n—2) pacnpegenenun ®uuie-

pa € HapaMeTpamu (1, n~2) st BHIGPANIIOrO YPOBUA JHASTAMOCTH O
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Henonbsys (2.30) u (2.31), nonyyaeM cireRyiomee cOOTHOLIEHHE,
cesisptBatomiee R? u F-craTucrukm:

RZ
1-R%
He ymusnremsno, 4ro MajbiM 3uavendsm F (OTCYTCTBHE 3HAYMMOit
byuknuonanpuoi cesian X # Y) cOOTBETCTBYIOT MaNbIE 3Havenus K2
(noxas aurpOKCHMAaUUs AAIHGLIX).

F=(n-2) (2.32)
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EcrecrenunbiM 06061erneM JUHEHHON PerpecCHONHON MOLEH C ABY-
MsT TepeMeHHBIMI (CM. IT. 2.3) SIBISIETCA MIUOZOMEPUAR PEZPECCUOUNAA
modeav (multiple regression model), unu modeav muodcecmaenioti pe-
gpeccu:

Y= 01+ Pamyg + - + Brar + &, t=1,...,n,
HJINA

Y = Pz + Boes + ¢ + PrZen -+ €1y t=1,....n, (3.1)

TAE Zyp — 3IMIAYEHUSI perpeccopa Tp B Habimoaeiuu t,axyy =1t =
1,...,n. C yyeroM sTOro 3ameyanus Mpl He GyaeMm Janee pasnu4ars
Mozenu Buaa (3.1) co ceobomueiM wnenoM uim 6e3 cobomioro wncia.
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Ly = Bizgy + Boeg + -+ + Brzen + 1, 2 =1, ..., n — crenngon-
KA MOREJI.




image20.png
2. Te1,y- ., Ttk — ACTEPMUHHPOBAHHEIE BEJIMYMHBI. BexTopnl Tz =
(Z1sy - -, Tns), 8 =1,..., k nunekno Hesasucumnl B R™.

3a. Ee; =0, E(¢?) = V(e;) = 02 — ne 3apucur ot £,

3b. E(e;gs) = O npu ¢t # 8§ — CTATHCTHYECKAs] HE3ABUCHMOCTb
(HEKOPPENMPOBANHOCTD) OWHNGOK AJIA PaSHbIX HabMONeHul,
Yacro nobapisiercs CAGAYIOIee YCIOBHE.

3c. Omubiku €, t = 1,...,n AMEIOT COBMECTHOE HOPMAJILHOE pac-
npeaenenne; £ ~ N(0,02).

B srom caydae Moaenb Ha3BIBAETC Mopmaavroll auxelrnol pe-

peccuonnoti (classical normal linear regression model).
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Mycre y ofosmavaer n X 1 wMarpuuy (BexTop-cronben)
W1,--sun)y B = (Br,...,0) — k x 1 Bexrop koadduuyenTos;

€ = (e1,...,6n) — n x 1 Bexrop omubok;
11 ..+ Tik

X=ceiiiiii... .| = n x k MaTpuny obbsicHsomupx nepeMernix.
Znl ... Tnk

Cronfuamu Marpuuel X gBASIOTCA N X 1 BEKTOPDLI PErpeccopon
Ty = (215, 2Tns), s =1,..., k. Yenobust 1-3 B marpiranolt 3anucu
BLIDAAKST CAeNyonmM obpazom:

1. y = X0+ e - cnenudukanmst Momenn;

2. X — JeTepMMHHDOBAHHAS MATPULA, HMCET MAKCHMAJbHBI
paur k;

3a,b. E(e) = 0; V(e) = E(ee’) = 021 ,,;
JOTIOJIHATENLHOE YCAOBUE:

3c. &~ N(0,0’I,), Te. € — HOPMANLIO PACTPCACCIREI CAY-
yaitHbIA BeKTOP o cpeasum 0 o MaTpHUel KopapHAIRH o?l,
(nopMasbras sumeiias perpeccronast MOZIEIND).
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Teopema I'aycca—MapxkoBa. [Ipednosodcum, wmo:
l.y=XpB+e¢;

2. X — Jemepmunuposannai n X k Mempuya, UMeowan Moxc-
maavnoi powne k;

3. E(e) = 0; V(¢) = E(ee’) = 02I,.

Tozda ouyenxa memoda naumenvwus weadpamos Bors =
(X'X) 1 X'y asasnemca nauboace sfexmucnoti (6 cmvicae nau-
menvuiel ducnepcut) oyenroti ¢ xascce aunetinns (no y) Hecmeuser-
nux oyenox (Best Linear Unbiased Estimator, BLUE).
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s N & ° -

U3 (3.17) cnexyer, uro

. e'e e?
32-_—0‘2:%_’6.:5_;6 (319)

SIBJISIeTCA HECMCIIEHHOR OLIEHKO# aucnepcru omubok o2 . e. Bs? = o2
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S TEEEEEATE ATy TEEONT TS T Y T

Bois = (X'X)"1X/(X B+¢€) = f+(X'X)' X'e = B+ Ae. (3.22)
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Cov(B,e) = E((B — B)¢) = E(Aee’ M) = 6> AM =0,

910 U TPeGOBAJIOCH NOKA3ATh.
Taxk Kax s? spaserca bynsunedt ot e {cM. (3.19)), To ouenxy 8 u
5% TaKIKe HE3ABUCHMBI.
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Kak u B cnyyace perpeccuoniofl Mogean ¢ ofnolt He3aBMCHMOl JiCpe-
MEIIHO#, BapHaumio Y (y: — 7)% MOxkHO pasburs pa gse wacry: o6b-
SICHEHHYIO PerpecCHORNBLIM YpaBHeNneM M Heobbsicnensyo (1. e. CBsi-
3anHyIo ¢ omubkamu €) — cM. (2.25):

Z(yt -7} = Z(yt -5
+) @m-9P+2) e-W@G -7, (8.29)
WIH B BeKTOPHOH hopme:
-7 y-7)=w-9'W-9+G -7 G -7
+2(y - 9Y (@ ~ ). (3.29)

Tperbe cnaraemoe B (3.24) pasno Hymo B CIyuae, €CAH KOICTAI-

Ta, T.€. BekTop ¢ = (1,...,1), upunaane:xkur mmefinoli obonouke
BEKTOPOB X1,...,&Tk. B camoMm mene,

=9 @ -1 =e(XB-t)=eXf~7ges=0,
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T.k. B cuay (3.5) € X = 0n€ = e's/n = 0. llosTomy BepHO paBeHCTBO

v = 7eli® = lly — §I° + 15 ~ 7l (3.25)
TSS ESS RSS
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Kak u panee B (2.27), onpenenum xozdduuent gerepMunanmm
R? xax

ESS _ e - .Y, ~ R3S

TSS vy, Yy, TSS

Ormerun, uro kosduLmeHT R? KOPPEKTHO ONpeae/eH TOJbKO
B TOM CJIydae, €M KoucTanta, T.e. Bekrop 2 = (1,...,1), npunaa-
JIEXUT JIHHe oM 060/109Ke BEKTOPOB L1, ..., Tk, B 3T0M ciyvae R?
NpUHMMaeT 3Hatenus W3 nHTeppana [0, 1].

(3.27)
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1. R2, woo6uie rosopsi, BO3pacTaeT MpPH AOGABNCHNH enle OAHOro
perpeccopa.
2. R? uamensiercs faake mpu npocreiliueM npeoGpasoBaini 3aBu-

cHMO# nepemenHoit (cM. IPHMED B KOHIE pasaena, CTp. 76), no-
3TOMy CpaBHHBATH N0 3HAMEEI0 R? MOXKHO TOIBKO PErpeccuu

C OJMHHIKOBLIMH 32BHCHMbIME HEPCMEHMBLIMM,




image30.png
HonsiTkol yerpanars 3¢deKxt, cBs3akHbiit ¢ pocToM R upu Bo3-
PaCTaHHA YHC/A PErpeccopoB, IB/AeTC Koppexkuus R2 Ha uuc/Io pe-
rpeccopos. Cxoppexmuposannvim (adjusted) R? nazpisaercs

e'e/(n—k)

R2, =1— S&/\n7R)
adj Yoy, /(n —1)

(3.28)
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3ameruM, YTO HET HUKAKOTO CYIIECTBEHHOTO ONpaBAAHUS UMEHHO
TAKOTO CNocoba KOPPeKIHH.
CroiicTBa CKOPPEKTHPOBAHHOrO R2:

1 pnin=1)
L Rly=1- (- B
2 R*> R, k>1

3. R%, < 1, Ho MOXeT NpUHMMAaTL 3FadeHus < 0.
ad) 3
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Hposepra zunomesvt Hy: f; = B, Wrax, ms1 frokaszanm caemyio-
LHe CTATUCTUIECKHE PE3Y/ILTATEL.

1. Bekrop onerox ﬁor_.s HMeeT HOPMAJIBHOE pacnperesienue Co
cpe;mnM B u marpuueit xosapnamnu# (cu. (3.8)) V(ﬁOLS) =
UK, we. (o, (3T) Bors - B ~ N(O,2(X'X)™)

win Bovs; — Bi ~ N(0,0% ) rae aﬂ = 02" ¢ — i-t mma-
TOHAJILHBI SJIeMenT Ma:rpnum (X'X)"\. B I(&‘IOCI‘BO ONEeHKY

JNCNepCHA ,60[,5, BO3BMEM s% = o‘% = EQq" = g2¢t,
't t

2
2. Cnyuahtnas senauyusa (n — k) pacnpenesieHa 10 3aKOHY Xu-

KB3,ApaT ¢ n — k crenensmMu CBOGOABI x2(n — k) (oM. (3.21)).

2

3. Ouenxu Borg u s* nesapucumsl (cM. 1. 3.3).

Otcioga nonyyaem (cu. npuioxenne MC, n. 3):

fovs;— B (Porsy—Bi)/ 93,

t= U =
55, 35,193,

~ in ~ k). (3.34)
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W3 (3.34) nonyuaem, uro
[BoLs: — tesg,; BoLs,s + tesg)]

sBsercs 100(1—a)%-HoiM dosepumenniivam unmepeanom ot UCTHII-
HOTO 3HaveHHs Koo duupenta B, the te = to(n — k) — 100(a/2)%-
Hasa Touka pacnpegenenus CTh0geHTA ¢ . — Kk cTenensiMu cBoboIb!.

Jna recruposanus Hysneso# runoresst Hy: 8; = B0, Takoke MOXKHO
OpUMEeHHTb crarucTuky (3.34), a HMEHHO, HyJNEBaa MIOTE33 OTKJIO-
HSIETCA Ha YPOBHe 3HAYAMOCTY (v, €CIIH

Bovs, — Pio
s -

B

|| = > toso(n — k).




image34.png
Hposepra zunomesw Hy: fo = 3 = -+ = f, = 0. [TlIpexuno-

JIOXKMM, MTO B YHCJIO PETPECCOPOB BKIOYEHS KOHCTaHTa (CBOBORHBIH

unen): ¥y = B + Boxio + - - - + Buxik + €. Hynepas runoresa cocTout

B TOM, 9TO KO3(X(PHIHMECHTBL IPU BCEX PErPeccopax PaBHbl HYJO.
PaccMoTpHM CTaTHCTHKY

R? n—k _RSSn—&k

F = R 1" BsSko1
. Pde 1
Yet/(n-k) e 1 '
o2n—Fk

Kax mp1 noxazajy paitee, suamenarens B (3.35) nMeer pacnpege-

1 2
—X (n— k).

IMokaxkeM, 9TO YHCTUTEND MMEET PacHpEleNeHre

nerue
1
k-1

X*(k = 1).
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Yo = Bien + By + . + Braw + ey, t=

n, (5.1)

Y = Biey + BYTi+ ... + Blrg +ef, t=n+1,..,n+m, (5.2)

B 11epBoi BEIGOpKe n HabogeHuil 1 m HabmoaeHnit Bo Bropoit. Hanpumep, y — 3apaborras mwiara,
; — perpeccopbl (BO3pacT, CTax, ypoBeHb 06pa30BaHMUst U T.I1.), U IyCTh IlepBast BHIGOPKA OTHOCHTCS K
JKeHIUHAM, BTOpast — K MyzK4uHaM. Bomnpoc: cienyer i u3 onenku mozeneit (5.1), (5.2), uro Mogens
3aBUCHMOCTH 3apILIATHI OT PErPECCOPOB OIHA U Ta JKe JUIs MYXKUHMH U XKeHIIMH?

CeezieM 3Ty cATyanuio K oOIiell cxeMe IIPOBEDKH JIMHEIHBIX OrPAHMYEHHMII HA [ApaMeTphbl MO-
semn. Perpeccueit Ges orpanudenuii 3jech siBisiercst obbemunenne aByx perpecenit (5.1), (5.2), Te.
ESSur = ESS: + ESS», unciio creneneit cBoGoap! npu s1oMm pasto (n — k) + (m — k) = n+m — 2k.
IIpeanosoxKuM Teleps, YTO BepHA HyJeBasi ruioTe3a. TOraa perpeccusi ¢ OrpaHMYeHNsIME 3alliChIBa~
ercsi OJHUM ypaBHEHHEM

Y = B1x + Boia + oo + By + &, t=1,..,n+m. (5.3)

,

OuenuBast (5.3), nomygaem ESSg. Toraa, yauTsiBasi, 4T0 HAJIOKEHO k OrpaHUYeHMil Ha IIapaMeTph
MOIEJIH, IIOJIy9aeM

Fo (ESSg — ESSur)/k
~ ESSyr/(n+m — 2k)

Eciu F-cratucruka (5.4) Golbile KPHTHYECKOro 3HadeHus F, To HyjeBas IHIOTe3a OTBEPraeTCs.
B aroM cilydae MBI He MOXKeM 00beUHATE JBe BEIGODKH B OJIHY.

B nporusrom ciydae (F < Fe(k,n 4+ m — 2k)) = npuaumaerca Hy 1 MoxkHO HCnons30Bars 065-
euuenHyio perpeccuio (5.3).

~ F(k,n+m — 2k). (5.4)
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Beiermm nekoropsle HanbGoslee XapaKTepHbIe IPU3HAKHN MYJIBTMKOJIIMHEAPHOCTH:

1. He6oublioe u3MeHeHNe NCXOIHBIX JAHHBIX (HAIpHMep, 106aBlIeHne HOBBIX HAGIOEHNIT) IPHBO-
JIAT K CYIIECTBEHHOMY H3MEHEHHMIO OIEHOK KO3 UIMEHTOB MO/,




image37.png
2. Onenku umeroT GoJpliie CTaHJAPTHBIE OMHOKH, MAJIYI0 3HAYMMOCTb, B TO BpeMsl KaK MOJelb
B LIeJIOM SIBJISIeTCS 3HAYMMOM (BBICOKOE 3HadeHHne KoabbuImenTa JeTepMUHALIN R? u coorser-

crBytomeii F-crarucriku).

3. Onenku K03pPUIHEHTOB HMEIOT HEIPABUIbHBIEC C TOYKH 3PEHHs] T€OPHH 3HAKH HMJIM HEOIPAaB-
JlaHHO GOJIbIINE 3HAYCHUSL.
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YT0 MOXKHO NPEJIPUHSTH B CJIydae MYJIbTAKOJIMHEAPHOCTH?

1.

2.

MO2KHO ONBITATECS YMEHBIIUTD 63

DaxTop - IHCI0 HaGIIONEHMI
MozkHO yBenuuTh 06beM BEIGOPKI

MoxkHO nprMeHHTh MeTOJ rpyHupoBKy. Hampumep, crpany MOXHO IOJEINTh Ha 0GIaCTH,
OT/Ie/IbHBIE TOPOJA U 30HBL.

. YBeJMueHHe JUCIePCHH 00bACHAIONMX IePEMEHHBIX.

Ha crajuu nianupoBaHus OIpoca ClieJyeT 0Ly YHTh TAKYIO BEIGOPKY, B KOTOPOU 00bsCHSIONIHE
nepeMeHHbIe GbLUIM GBI KAK MOXKHO MEHbIIE CBSI3aHbI MEXKLy cOGOif.

. Ecnu koppesmpoBaHHbIe IepeMEHHbIE CBS3aHbI MEXKy COOON KOHIENTYaJIbHO, TO MOXKET ObITh

PAaIMOHAJIBHO OObEIMHATD MX B COBOKYIHBIN HHIEKC.

. MOXXHO HCKIIIOYHTH HEKOTODBIE M3 KOPPEIMPOBAHHBIX MEPEMEHHBIX €CNIH MX K03(hHUImenTs!

HE3HAYHTENBHEI. DTO MOXKET ObITh OIACHO, T.K. HEKOTOPbIE U3 MCKJIOUAEMbl HCKIIOYAeMbIX KO-
9 PUIMEHTOB MONIM OPHHAIEKATh MOLEIM M HX HEBKJIIOYEHNE MOXKET CJIY?KUTh HPUYMHON
CMeIeHNs OIeHKH.

Hcnonp3oBarh BHENIHION HH(OPMAIIO OTHOCHTEILHO KOG hHIMEHTa OIHON U3 IepeMEeHHBIX B
ypaBHeHHH (HAIpUMep, SKCIePTHAs OLIEHKA).
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At HpLLLULLL UPEALIUADAMM, 110 AMEL It prlpetiidbitida MUASID
y=PB+zfi+z2Prte

rfe, Kak OBBIYHO, Y — 7 X 1 BeKTOp HaGIIONEHMH 3aBUCHMOM [EPEMEHHOM, T1,Z2 — n X 1 BEKTOpBI
HE3aBUCHMBIX IlepeMeHHBIX, (o, 31,82 — CKaJspHBle Iapamerpsl, € — n X 1 BekTop omuGok. Hamra
LleJIb - ONPEEJINTh KOPPEJISIMIO MeXK/y ¢ U, HAIPEMep, IePBBIM PErPECCOPOM Z1 IOCJIE UCKIIIOUEHUs:
BIIMSIHUS T3.

CoorBercTByIoIas IPONELyPa yCTPOEHa CIIELYIONIM 06pa3oM:

1. OcyIecTBEM PErpeccuio y Ha T U KOHCTAHTY M IOJIyH4nM IIPOrHO3HBIE 3HAYEHUS § = G + G,
2. OcyIecTBEM PErPeCCHIO L1 Ha Tz U KOHCTAHTY U IIOJLy9MM IIPOrHO3HbIE 3HAYeHNst £1 = J1 +9oT2.
3. YIanuM BIMSHHE To, B3:AB OCTATKH €y = Y — § U €z, = &1 — &1.

4. OnpegemnmuM (BbIGOPOUHBIiT) Koadfuyuenm wacmmoti Koppeasyuy MKy Y U T1 IPH UCKIIOYEHNI
BIMSAHUS Ty KAk (BHIOOPOUHBIIT) KO3(DDUIMEHT KOPPEIAHA MEXKIY €, H €5, :

(Y, z1|z2) =7(ey, €2,)- (5.5)

Hanomunwm, 4T0 U3 CBOACTB METO/Ia HAMMEHBIINX KBAIPATOB CJIEJYET, UTO €, I €5, He KOPpPel-
POBAHBL C To: T} €5, = 0, 73 ¢, = 0. VIMeHHO B 5TOM CMBIC/Ie yKa3aHHAs IIPOLELyPa COOTBETCTBYET
HMHTYATHBHOMY IIPEICTABICHUIO 06 “HCKIIIOUEHNH (JIHHENHOr0) BIHAHHUS IePEMEHHON Zo™
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paAMBIME BBIMUC/IEHUAMI MOXKHO II0OKa3aTh, YTO CIPaBeJINBa CJIEAYIOMAas (POPMYJIa, CBA3BIBAIO-
masi K03 UIUEHTH YaCTHON ¥ OOBIYHON KOPPEJIAIUH:

(Y, 1) — (Y, z2)r(z1, T2)

Y e SN =TS

Buavenust r(y, z1|z;) nexar B unreppaie [—1,1], kak y o6sraHoro kosddunuenra Koppesiuun. Pa-
BeHCTBO Koadduimenta r(y, T1|22) Hy/lio 03Ha4aeT, TOBOPS. HECTPOIO, OTCYTCTBHE NPAMO2Z0 JUNELIHO020
BAUANUA NEPEMENHOT T1 HA Y.

CyIecrByer TecHas CBsi3b MexKJy K03(duiueHToM 4acTHOR Koppensun r(y, z1|z2) 1 kosddu-
nuenToM JerepMuHanuu R2, a nMeHHO

(5.6)

R —r*(y, )

1= (y,2) 6D

2y, o1z2) =

1= R = (1 -7y, 22)(1 = r*(y, 21]22)).
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IIponeaypa npucoeauHeHNs -y aJeHAs

Ha nepeom waze 3 MCXOAHOrO HabOpa OOBACHSIONMX [IePEMEHHBIX BhIOUpaercs (BKIIOYAeTCs B
YHUCJIO PErpeccopoB) HepeMeHHas, MMeIollas HanGOIbIINI 10 MOY/I0 K03(hhHIUEHT KOPPeIsU ¢
3aBUCHMOIi IIepeMeHHOH .

it Ir(y, 2)| = max|r(y, z;)|-

Bmopoti waz cocrour u3 AByX mnopmaros. Ha mepBoM M3 HUX, KOTODbIi BBHIIOJHSETCSH, €CIIH HHC-
JI0O Perpeccopos yxke GoJiblile IByX, JeaeTcs IONBITKA MCKIIOYUTH OIMH M3 perpeccopos. Mmercs
TOT PEerpeccop I, yAaJeHne KOTOPOro IPHBOAUT K HAMMEHbIIEMY YMEHbIIEHHIO Ko3dduimenTa 1e-
TepMUHAINH. 3aTeM CpaBHHBaeTCs 3HadeHue F-crarucruku pist nposepku rumoresst Hy @ B = 0 o
HEe3HAYMMOCTH STOIO PErpeccopa ¢ HEKOTOPIM 3apaHee 3a/aHHBIM II0POTOBBIM 3HaueHHeM F,. Eciu
F < Fuexn, TO T, yHAISAETCS U3 CHMCKA PErpeccopoB. Bropoit mopmar cocTouT B IONBITKE BKIIOYE-
HUsI HOBOI'O perpeccopa M3 MCXOZHOIO Habopa IpeCKa3bIBAIONUX IepeMeHHbIX. VieM mepeMeHHyIo
Zp ¢ HAnGOJIBIINM 110 MOJYJIIO YACTHBIM KO3 dUIMEeHTOM Koppesinuy (MCKIIIYaeTCs BIUsSHIE PaHee
BKJIIOYEHHBIX B yPaBHEHHE PEIPecCOpOB) U CPABHUBAEM 3HadYeHHe F-cTaTucTuku [yist IPOBEPKH THIO-
Te3bl Hp @ ff, = 0 0 HE3BHAYMMOCTH 3TOr0 PErpeccopa ¢ HEKOTOPBIM 3apaHee 3aJIaHHBIM IOPOrOBBIM
3HaYeHHeM Fpy .

Ir(y,2, ).

Ecmu F > Fyp, TO T, BKIIOYAETCA B CIUCOK perpeccopoB. OBBIYHO BRIGHPAIOT Ficy < Fiyc,. Bropoi
IIAar IOBTOPSIETCs 0 TeX I0p, II0Ka IPOUCXOUT H3MEHeHNe CIICKa perpeccopos. Koneuro, Hu ojHa 13
IIOIIArOBBIX IPOLE/Yp He PapaHTHPYyeT I0JIyYeHHe ONTHMAJIBHOIO [0 KAKOMY-IM60 KpUTepHio Habopa
Perpeccopos.

)| = maz;r(y, z;
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Victunnas mopens

KoppekTHo. I

y=Xb+e|y=Xb+2y+¢
MpasunbHas
cneundukaums. KoacppuumeHTsi
2 BCe OUEHKM M UX [perpeccih cMeleHsI.
5|ly= Xb+ & | cramcruueckne CraHgapTHsle
g cBolicTBa ownbKku paccuuTaHbl
z COOTBETCTBYIOT | HeKoppekTHo. I
2 HaWWM BbIBOAAM.
2 KoachcpuumeHTs!
< perpeccun He
o o P CMeLyeHbI. MpasunbHas
y=Xb+2Zy+e CrawpapTHble | cneundumkaums. Bee
owmBKN, B Lenom, B nopsiaKe.
paccuuTaHsl
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ITox BpeMeHHBIM PSIOM IOHUMAETCS I0CIIEJ0BATEBHOCT HABIIOAEHUH
3HaYEHUil HEKOTOPOil NepeMeHHOl, IIPOU3BEJIeHHbIX Yepe3 PaBHbIE ITPOMe-
KYTKH BpeMeHU. Eciu IpUHATD JUIMHY TAKOTO IPOMEXKYTKA 38 €AMHHUILY
BpeMenn (oA, KBapTall, JAeHb U T.II), TO MOXKHO CYUTATb, YTO IOCIIEL0BA-
TeJIbHbIE HAOJIONEHUS] X1, ..., Tp, [IPOU3BEJCHBI B MOMEHTHI t = 1, ..., 1.

OCHOBH&S[ OTJIMYUTE/IbHAsT OCOGeHHOCTb CTATUCTUYECKOI'0 aHaJIh3a Bpe-
MEHHBIX PAJOB COCTOUT B TOM, 4TO II0C/I€JOBATE/IbHOCTD Haﬁmoaeﬁuﬁ L1yeeey Ty
paccMaTpUBAETCsl KAK Peajii3aliusl 0C/Ie0BATEIbHOCTH, BOOBIIEe TOBOPSI,
CMAMUCTNUYECKY 3A6UCUMBIT CILyHIaRHBIX BeIUduH X1, ..., X,, UMEIOIIX
HEKOTOPOE COBMECTHOE pacipeeienne ¢ ByHKIHel pacpeieeHus

F(v1,02,.0,vp) = P{X1 <1, X2 < 2,0, Xn < 03}

Mser 6yzem paccMaTpuBaTh B OCHOBHOM BpPEMEHHBIE PsiJibl, ¥ KOTOPBIX
COBMECTHOE PACIIPEIeICHIE CILy YA HBIX BeJIMYUH X7, ..., X, IMeeT COBMeCT-
HyIO IUIOTHOCTb PACIpEAeIeHns P(T1, T2, ..., Tn)-
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HUYMBATD KJIaCC PACCMaTPUBAEMBIX MOJIE/IEl BDEMEHHBIX DsIJIOB, BBOJS T€
WM MHBIE NIPEJIIOI0XKEHHs] OTHOCHTEILHO CTPYKTYPBI Psijia B CTPYKTYPBI
€ro BepOSITHOCTHBIX XapakTepucTuk. OJIHO U3 TAKUX OIPaHMYEHHH IIpejl-
HOJIATaeT CMAYUOHAPHOCT BPEMEHHOTO Psijia.

Psn z;, t = 1,..n Ha3blBaeTCsl CTPOrO CTAIMOHAPHBIM (MM CTa-
IMOHAPHBIM B Y3KOM CMBICJI€), ecim Jyisi oboro m (m < n) cos-
MECTHOE paCIpe/esIeHHe BEPOSITHOCTel CilydaiHbix Bemdnd Xy, ..., Xy,
TaKoe e Kak ¥ 115t Xy 47, ..., X, 47, IPH JIOOBIX t1, ..., by U T, TAKHX, UTO
1<ty,entm <nul <t +7,..,t,+7 < n, v.e GYHKIUS WIOTHOCTH
IIPH C/{BUT€E BO BDEMEHH HE U3MEHUTCS

Play, oy 21, } = P{Zt, 47y s Ttppir }

B wacrHoCTH, 1pM ™ = 1 U3 IPEIIOIOKEHUSI O CTPOrOii CTALOHAPHO-
CTH BDEMEHHOI'O DSLIIA T» CJIEIVET. YTO 3aKOH DacCIIDelle/ IeHUSI BEDOSITHOCTel




image45.png
clydaiHol BeMduHbl X; HE 3aBUCHT OT ¢, & 3HAYAT, HE 3aBUCHT OT ¢ U BCE
€0 OCHOBHbIE YHCJIOBBIE XAPAKTEPUCTUKY (€CJIM, KOHEYHO, OHM CYILIECTBY-

10T), B TOM 4HCjIe: MareMaTHieckoe oxujganue F(X;) = p u gucnepens
D(X;) = o
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B cBsi3u ¢ 9TUM 10J CTAIMOHADHBIM PsIZIOM HA NPAKTHKE 4acTO HOJPAa3y-
MEeBAIOT BPEMEHHOM Dsijl Ty, y KOTOPOIro

e E(Xy)=p
e D(X;) =0?
o Cov(Xy, Xyyr =(7) mnst mobbIx ¢ 1 7.

Psiyi, Juist KOTOPOro BBHINOJIHEHBI YKA3aHHbIE TPH YCJIOBHUsI, HA3BIBAIOT
CTAIMOHAPHBIM B IIMPOKOM CMBICJIE (CJIaG0 CTAaIMOHAPHBIM, CTa-

IMOHAPHBIM BTOPOrO INOPSIAKA Wi KOBAPHALMOHHO CTAIMOHAP-
HBIM).
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Pspn z; t = 1,...,n Ha3bIBaeTCs] FAYCCOBCKUM, €CIIM COBMECTHOE pac-
npeJiesieHne CILydaiHbIX BeInInH X1, ..., X, sBJsIeTCs N-MEePHBIM HOPMAJb-
HbiM pacnipenestennem. X; ~ N(u,02). JIis rayccoBCKOTO psijia MOHATHS
CTaAllUOHAPHOCTU B Y3KOM U IIMPOKOM CMBICJ/IE COBII&/IAal0T.
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Urak, mycrs z; - cramuonapubii pax ¢ E(X;) = u,D(X;) = 0% u
p(1) = Corr(X;, Xi4,). lockonbky B nammoM ciydae Kosbduruent p(7)
U3MepsieT KOPPEJIAIIIO MEXK1y WIEHAMH OJHOTO U TOrO XK€ BPEMEHHOI'O Psi-
Jla. ero IPUHSTO HA3bIBATH KO3MMUIIMEHTOM aBTOKODDEISIMN (Wi
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pocro aBrokoppeJsnueit). Ilo Toit xe npudunne o koBapuanusx y(7) =
Cov(X;, Xi4r) roBopsT Kak 06 aBToKOBapuanusx. [Ipu ananuse usmene-
HAsl BeJIMYUHBL p(T) B 3aBUCHMOCTH OT 3HAYEHHs] T IPUHSITO FOBOPUTH 00
aBTOKOppe/IAMOHHOM (yHKumu p(7). ABroKOppesiuonHas byHk-
1yl 6e3pa3MepHa, T.e. He 3aBHCAT OT MacIITaba M3MEpPEeHHUsl aHAIU3UpYye-
MOTO BPEMEHHOrO psija. Ee 3HaueHUs] MOIYT U3MEHSIThCS B IPELeax OT
-1 go +1; upu stom p(0) = 1. Kpome Toro, u3 cTanpoHapHOCTH psija T
cienyer, aro p(—7) = p(T), Tax YTO NpH aHAIU3E IOBEJEHHUS ABTOKOP-
PEJISIUOHHBIX (DYHKIMIT OOBIYHO OrPAHMYMBAIOTCS PACCMOTPEHUEM TOJIBLKO
HeoTpullaTe/IbHbIX 3HAYEHUH T.




image50.png
T'paduk 3aBucumocti p(7) OT T 9ACTO HA3LIBAIOT KOPPEJIOrPaMMOI.
OH MOXKeT HCIIOJIb30BAThCs JUIsl XapaKTePU3alii HEKOTOPBIX CBOACTB Me-
XaHU3Ma, [OPOXKIAIOIIEro BpeMeHHOH psit. Jjisi jnasbHeifero 3ameruM,
YTO €CJIU Tt - CTAI[MOHAPHBIA BPEMEHHOI! PsiJi U € - HEKOTOPasl IOCTOSIHHAS
TO BPEMEHHDBIE PSbL Tt U (Tt + €) EMEIOT O{UHAKOBBIE KOPPEJIOIPAMMBIL.
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2 IIponecc Gesoro myma

IIponeccom Georo myma ("GesbIM HIyMoM "4UCTO CirydafiHBIM
BPEMEHHBIM PsoM") Ha3bIBAIOT CTALMOHAPHBL BPEMEHHOM Psi| Ty, ISl
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KOTOPOTo
E(X:)=0,D(X;) =0 >0

p(t) =0, npu 7 # 0.

ITocnenuee osnadaer, uro npu ¢t # s ciydaiinble Beuduasl X; u X,
COOTBETCTBYIOLIME HAO/IIO/EHUSIM [IPoLecca GeJIoro mymMa B MOMEHTSI ¢ 1 S,
HEKOPPEeJIUPOBAHBI.
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B ciyuae, korza X; uMeer HOpMasbHOE pacipejieleHne, CydaiHoe Be-
smguHbl X7, ...X,, B3AUMHO HE3aBUCUMBI U MMEIOT OJIMHAKOBOE HOPMAJIbHOE
pacnpesenenue N (0,02), o6pasyst ciyuaitiyio BHIGOPKY U3 9TOTO pacipe-
nenennst, T.e. X; ~ 4.5.d.N(0,02). Takolt psji HASHIBAIOT TAYCCOBCKUM
6esIbIM IIIyMOM.





image54.png
3 llponecc aBToperpeccuu

OiHoit U3 MUPOKO UCIIOJIB3yeMBIX MOJiejlell BPEMEHHBIX PsiJIOB SIBJIsSIET-
cs1 IIporecc aBToperpeccuu (Mogesb aBroperpeccu). B csoeit mpo-
creitureit hopme MOZIE/Ib ABTOPErPECCUH OLIUCHIBAET MEXAHU3M [IOPOXK IEHUS
Ppsijia CIleIyIouM 06pa3oM:

Xi=aXi 1 +ent=

rJe €; - npouece 6estoro myma, s koroporo E(e;) = 0u D(g;) = 02 > 0,
X - HeKoTOpAasi CilyyaiiHasi BeJIMUUHA, & @ 7 0 - HEKOTOPBIil [IOCTOSTHHbI




image1.png
Pacemorpins 3aaty "Haymelt" annpokenvanun nabopa nabuogenutt Xy, Yi,t = 1,

meitioft dynxupett f(X) = a+bX 5 cwbicie Mummmsany GyHKIHOHATS

Vab

F =3 (Y- (a+bX))’ - min.
=
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Ipu sTom
E(Xy) = aB(Xi),

TaK 4TO PACCMATPUBAEMBIH IIPOLECC MOXKET OBITH CTAIMOHAPHBIM TOJIb-
ko ecit B(X;) = 0 st Beex ¢ = 0,1,...,m.




image56.png
Ilpennosnarasi, HakKOHEL, YTO
D(Xo) = D(X;) = 0% mmBeex t=1,...,n,

HaXO[uM:
ng( = azng( + nf.
TocJte/iHee MOXKET BBIIOJHATBCS TOJILKO IIPH BBIIOIHUY yesiosus a? < 1,
Te a <1l




image57.png
TakuM 06pa3oM, MEXaHU3M [OPOXKJIEHHS [I0CJIEA0BATEIBLHBIX HAbIIIO/[e-
HUil, 33/JaHHbI COOTHOLIEHUSIMU
Xi=aXi1+ent=1,..,n,
IIOPOXK/IAaeT CTAI[OHAPHBIN BPEMEHHOM Psijl, eI

ea<l;

o ciryvaiinast BeduHa Xo He KOPPEIMPOBaHA CO CJIy4alHBIMU BeJIHYH-
HAMU €1, €9, ..., En;

o E(Xy) =0;
o D(Xo) =0%/(1—d?).

ITpu sTom
o B(Xi) =0
o Corr(X;, Xevr = p(1) =@

a
o Cov(Xy, Xpir = [m] oZ;

e D(X))=02=




image58.png
IIpu paccMoTpeHny IPOLECCOB ABTOPErPECCUH U HEKOTOPBIX JAPYTUX MO-
nesteit y00HO HCIIONIB30BATh onepaTop 3ana3abiBanus L (lag operator),
KOTOPBI BO3/IeNCTBYeT Ha BPEMEHHOM PsiJ| U OIpe/leiseTcs] COOTHOMIEHHeM

LX; =X 1




image59.png
Eciu oneparop 3anasapiBanusi npuMensiercst k pas, 410 0603HaYaeTCs
kak L*, To 910 naer B pesynbraTe

L*X, = Xy

Beipaxenue
aXi g+ aX o+ .+ apX =
MOKHO 3allicaTh Telepb B BUJE

= (aL+a Ll + ... + a,[P) X;

a COOTHOIIEHHE, ONPEIEIISIONIEe IIPOLECC ABTOPErPECCHE P-TO NOPSIIKA,
B BHJIE
a(L)X; =&

rje

— (a1L+ asl® + ... + a,LP).

st Toro, 4To6BI TaKO#t Iporece GbUT CTAIMOHADHBIM, BCE KOPHH aJIrpe-
GpanIecKoro ypaBHEHUs!

a(z) =0




image60.png
T.€. KOpHU 2: |z| > 1 (BellecTBeHHbIC U KOMIUIEKCHBIE) JIOJI2KHBI JIEXKATh
BHe enuHIYHOro Kpyra |z| < 1. (B wactHocT, st mporecca AR(1) umeem




image61.png
Ecaun ymuoxuts na Xy (k > 0) o6e qacTu COOTHOIIEHNSI, OPEIEIISIIO-
mero nponece AR(p), i mocite 9T0ro B3ATH OT 06€MX YacTe# MaTeMaTHde-
CKO€ OKHJIaHWe, TO IIOJIyYUM COOTHOIIIEHUe

v(k) = ary(k —1) +ayy(k —2)+ ... +ayy(k—p) , k>0
(k) = Cov(Xe, Xe-k)




image62.png
Pasnesus o6e vactu nocieauero Ha v(0), npuxomum k cucreme FOuia-
Yokepa

p(k) = aip(k — 1) + azp(k — 2) + ... + app(k —p) , k>0

STa CHCTeMa II03BOJIFAET 110C/1eJ0BATe/IbHO HAXO/AUTh 3HAYEHUSI aBTOKOP-
peJIAnuy ¥ JaeT BO3MOXKHOCTD, UCIIOJIb3Ysl IIePBble P YPaBHEHUIl, BBIPDA3UTh
K03 UIUEHTD! a; Yepes 3HAYEHHs NEPBLIX P ABTOKOPPEJIAIHIA, YTO MOX-
HO HEIOCPEICTBEHHO MCIIOJIb30BATH [PH 1000PE MOEN aBTOPErPECCH K
PeajIbHbIM CTATHCTHYECKUM JaHHBIM (CM. paszenst 3.1 u 3.2)




image63.png
Eme ozmoit mpocToii MOIeNIbIo MOPOXKICHUS BPEMEHHOTO Psijia sBIIAETCS
mpolece CKOJIB3SIEero cpeguero nopsaaxa g (MA(g)). Cormacno stoit
MOJIEJIH,

Xi=er+bier+beiat .. +bgeiq, by #0,
T/ie £ — mporecc 6eIoro myMa.
Taxoit IIporecc UMeeT HyJIeBOe MaTeMaTHIeCKOe O2KHJaHue. MO,E[SJ'[B MOXK-
HO 0606LL(I/ITI> A0 IIporecca, UMEIOIIero HeHyJIeBoe MaTeMaTHIeCKoe O2KH1a-

HHE /i, TIOJIArast

Xi—p=¢e+big1+brg o+ .. +biey,

T.e.

Xi=p+et+bie1+be ot .. +beq

Jlyist nporiecca CKOIB3SIIEro CPEIHEro MOpsiKa ¢ UCIOJb3YeTcs 0603Ha-
yenne MA(q) (ckonbasiee cpeanee — moving average).




image64.png
Mogens M A(q) KpaTko MOXKHO 3aIUCaTh B BUJe

Xi—p=>5b(L)e,




image2.png
1 1. . _
A:fE Y,——Xib=Y - Xb
a ” t n t s

. Y XYi— (DX)(DY) _ Cou(X,Y)

b = )
Y X2 — (3 X,)? VarX
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b(L) =1+b L+ ... +b, L%
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Jly1st aBTOKOBapHAIIMH HMEEM:

gk
bb 2 <k<qgb=1
AK) = B[ = 1) (Xios = 1) = (2 ' ”k> 7 oskseh =

0, k>gq,

TaK 410 MA(g) sIBIIsIleTCs] CTAIMOHAPHBIM IIPOLIECCOM C HEHYJIEBBIM Ma~
TeMATHIECKHM OXKHJIAHHEM, JUCIepCheit

ok =148 +...+ )’

¥ aBTOKOPPEJIAIUIMEI

[ @,
(Bt ) /(28] k=010,
Pk = =0 j=0

0, k=q+1,q+2,..

3Jech cTaTHCTHYCCKAS CBA3b MEXKy HaOJIOJEHUSIMN COXPAHSETCS B Te-
YeHHe ¢ eJIMHUI] BpeMeHH (T.e. " 1mTebHOCT IaMsiT Ipoliecca PaBHa q).




image67.png
Tlono6Horo poza BpeMEHHBIE PsIBI COOTBETCTBYIOT CHTY LM, KOI/1a HEKO-
TOPBI SKOHOMUYECKHI I0Ka3aTe/Ib HaXOIUTCA B PABHOBECUM, HO OTKJIOHS-
eTcsl OT IIOJIO’KEHHs PaBHOBECHs B CHJIY IOCJEJOBATEILHO BO3HMKAIONIIMX
HENpE/ICKa3yeMbIX COOBITHH, IpUYeM CHCTEMa TAKOBa, YTO BJIMSHHUE TAKIX
COOBITHII OTMEYaeTCsT Ha IPOTSKEHNN HEKOTOPOTo IIEPUOJIA BDEMEHHL.




image68.png
2. O6parumocrs npoueccoB AR(p) u MA(q).

Ecim BimsiHye OpOIUIBIX cOBBITHI OcaGeBaeT ¢ TedeHneM BPEMeHH 110
KasaTelbHEIM 06pa3oM, Tak urto bj = @/, 0 < a < 1, TO HCKyccTBeH-
HOE IPEJIIOJIOKEHHE O TOM, 4TO Psifi € HAYMHAETCst B "GECKOHEYHOM IpO-
IIJIOM IIPHBOJUT K MOZieNi GeCKOHEYHOrO CKOJIb3siiiero cpeauero MA(co)

% % %
= Ea’st,] = Eb]st,], r‘):[eZ\bﬂ < 00

J=0 j=0 =0

Panee Mt BHJIEIN, 9TO TaKoe 2Ke IIpeJICTaB/IeHne JOIIyCKaeT CTalioHap-
Hblil IpoIiece aBToperpeccuu nepsoro nopsaka AR(1)
Xi=aX;1+¢e, a<l
T.e. B pacCMaTpuBaeMoM ciydae mpouecc M A(co) SKBUBAJICHTEH IIPO-

neccy AR(1).

BooGe Besikuit cranponapuslii nporece AR(p) MoxHO 3amucaTs B hop-
Me npouecca MA(0o0):

L o
Xi=p+ ame = r T ;b,sm = p+b(L)er,

rae

ZbLJ Z\b|<oo

j=0 =0




image69.png
ARMA (p,q):

Xi=a X, 1 +a X, o+ +a, Xy pte+tbie g+ b g ay #£0, by #0, € — beavidi wym (1)

Tiponece X, ¢ Hy/EBbIM MATEMATHIECKIM OXKUAIHEM, TPHIAIICHKAII TAKOMY KJACCY IPOIICCCOB, XapaK-
repusyeress nopsyasi p u g ero AR u MA cocrapnsmomux u oGosmauaercs xax mpomece ARMA (p, q)

(autoregressive moving average, mixed autoregressive moving average). Bosee Towio, nponece X, ¢

HYJICBBIM MATeMATHCCKIM OKIIaMIeM Tpumanexkut kiaccy ARMA(p, q), ecmt:

» .
Xe=Ya;Xej+ Y bjes, a0, b #0, EX,=0 ()
= =

Iae & — mpotece Gexoro mya 1t bo = 1. B onepatopioit hopae MOC/e e COOTHOMICHIE WMEST BUL

a(L) =1—(a, L+ ayL? + ... + a, L) (3)
(L) = 1+ biL + boL? + ... + b, L7 (4)
(L)X, = b(L)er, (5

re. (L) w b(L) mMeior TOT e B, K0 U B onpeaeenbIX patice Monennx AR(p) n MA(q). Eem nporece

INMEET NOCTOSHHOE MATEMATHHCCKOR OAMAAIHE /1 , TO O siBsieTest nponeccos Tua ARMA(p, q), ecat

Xemn=Ya(Xe =0+ Y bes  (BXe=p#0) ©)
=

=




image70.png
Omnveriy creayione cpoficrsa nponecea ARM A(p, g) » mmpoxos exsuice ¢ E(X,) = pu.

o Tlponecc crauuonapen, ecau nee kopiu ypanierist a(z) = 0 JexAT Biie eAMMITHOrO KpyTa |2] < 1

o Eeim nporece CTAIORAPEH, To CYIIeCTBYeT SKBUBAICHTHbL eny nponece MA(oc)

Xi—p=Ygay, =1 Y lyl<oo (M
= =

Xe—p=cLe, 2 cz)= g:n,z] = % (8)




image71.png
» Eeumt nce kopun ypasierisi b(z) = 0 Jiexar pie exummrmoro kpyra |z| < 1 (yesopme o6patumoct), to
cymecTayer SKpuBAeHTHOE Npe/CTaBICHIe Npoliecca X; B BILIC NPONECC ABTOPErPECCHE GCKORETHOro

nopsua AR(00)

Xomp= 3Ky =)+ s ©
=
wan

DK - = e d)=1-3 el = % w

=




image72.png
Orciona BhiTexaer, wro crammonapii npotecc ARMA(p, g) Beeraa MOKHO AIIPOKCHMEPOBATS IPOIECCOM
CKOTB3SErO CPEAIEro JOCTATONHO BEICOKOTO NOPSKA, A IPH BBUIO/HEHHIL YC/I0BUs OGPATHMOCTH €ro MOKIO

TaIKOKe aNIPOKCHMHPOBATE NIPOIECCOM ABTOPETPECCHH JOCTATOMHO BLICOKOTO IOPSIKA.




image73.png
Tlpeanocsunxoit a1 oocHopanus neosaopanust Mozenelt ARM A snsietest cneayiomuit daxr. Ecr ARMA(p1, q1)
psin X, u ARMA(ps, ¢z) pan Y; cTaTuctirvecku mesasucimms Mexy cobolt, u Z, = X, + Y, , To Tummmsi

smasieres monoxene, Korxa Z; smasieres ARM A(p,q) pssio, y kotoporo:

P=p1+p2, (13)
g=pita pte>pta (14)

q=p+q, PpFa>p+e (15)




image74.png
BoO3MOXKHBI TAK2Ke CHTYAIIMH, KOLJa 3HAYeHHs! P U q OKa3bIBAIOTCsI MEHbIIe yKa3aHHbIX 3Hauennit. (Takue cutya-
(UM BO3HUKAIOT B CJIy4YasiX, KOIIa MHOTOWIEHb! ax (2) U ay (2) , COOTBETCTBYIONIME ABTOPErPECCHOHHBIM YACTSIM

npoueccop X, u Y, , uMeroT ofIue KOpHH.)

B uacrtHOM citydae, Korga oba psiga umeior Tun AR(1), HO ¢ Pa3/IMYHBIME [ADAMETPAMH, HX CyMMa MMeeT
mun ARM A(2,1). >
X, ~AR(1),Y, ~AR(1) =z =X, + Y, ~ ARMA(}\I) (16)




image3.png
Banumem ypaBHeHHe 3aBHCHMOCTH Y; oT X, B Buje

Yi=a+bXi+e,t=1,.





image75.png
TIpeanoso:KuM, HaKOHell, YT “HCTUHHBL’ SKOHOMUYECKHil psifi orBevaer AR(p) Moz, HO 3HAYEHHs STO-
TO psifia M3MEpSIOTCsl €O CJIydaitHbiMu ommbKamu, obpasyomumu npomnecce 6estoro myma (r.e. MA(0)). Torma

Habumogaemblit psij umeer tun ARMA(p, p).

X, ~ AR(p),Y; ~ AR(0) = 2z, = X; +Y; ~ ARMA(p,p) (17)

Bameuanue
> AR ARMA (18)
> AR+Y MA— ARMA (19)

S MA-MA (20)




image76.png
Panee mbr yxe rosopuimu o tom, uro ecmu ARM A(p,q) nponecc X, ynoBiersopsieT yCJIOBHIO OGPaTUMOCTH,
TO €r0 MOXKHO IIPeJCTABUTH B BUJe CTanuoHapHoro mponecca AR(co). Ilocieauuit, B CBOKO 0Yepeib, MOXKHO

AIPOKCHMUPOBATH CTAIMOHAPHBIM nporeccoM AR(p), GbITb MOXKET, JOCTATOUHO BHICOKOIO MOPSLIKA.

Takum 06pa30M, B NPAKTHYECKHX 33Ja49aX MOXKHO ObLIO 6bI 1 BOBCe 00OMTHCH 6€3 HCIOIb30BAHUS MOJE-
sieit ARM A, orpannausasich 60 AR 6o M A monensivu. Ipu 5T0M, 0QHAKO, KOJIXIECTBO KO3 UIMEHTOB,
TOJJIEXKAINMX OLEHUBAHUIO, MOYKET OKA3aThCsl CJMIIKOM GOJIbIIAM (qTo CHHU2KaeT TOYHOCTb oueHM.BaHuﬂ) u Ja-
2Ke IIPEeBOCXOJUTh KOJIMIECTBO MMeomuxcst Habuonenuit. B arom cMeiciie mogemn ARM A moryt GbiTh “Gostee

3KOHOMHBIMM'.




image77.png
2.6. Mogemim ARMA, yuuTsIBaoIiue HAJIMYIAEe CE30HHOCTH

P q
Xe=Y a;Xi—j+ Y bjer—j, 2de by =1,ap #0,by # 0,1 — Geanis wym (21)
=1 =0

Ecin HabroaeMblit BpeMEHHOM psiy 06J1aJjaeT BHIPAXKEHHON CE30HHOCTBIO, TO Mogiens ARM A, coorsercTBy-
JOIIAsi STOMY PsILY, JOJIKHA COJIEPIKATh COCTABJISIONIUE, 00eCIIeYHBAOIHe IPOsIBJICHAE CE30HHOCTH B IIOPOXK1ae-
MOif 3T0ii MOZIEJIBIO IIOCTIeI0BATEILHOCTH HaboeHnii. JIjist KBapTaJlbHbIX JAHHBIX YHCTO CE30HHBIMH SABJISIOTCS

CTAIMOHAPHBIE MOJIE/IN CE30HHOt asmopezpeccuu nepeozo nopadxa (SAR(1)).

Xi=asXpg+e€, ag<l (22)




image78.png
U CE30HMO020 CKOAb3AUWLE20 cpedrezo nepeozo nopadxa (SMA(1)).

X = €ba€t . IIponywen +, mo ecmv eps_t + b_4*eps_(t-4) (23)




image79.png
B 11epBoii MOJIe/IH ABTOKOPPEISAIHOHHbIE (byHKIMM:

p(k) =a/*,  an k=4m,m=0,1,2,..., (24)

p(k) =0 Odaa ocmanvnox k> 0. (25)
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Bo Bropoit Mozemn

p(0)=1, p(4)=bs, pk)=0 0aa ocmarvnoix k>0. (26)




image81.png
KoM6uHAIIMM HECe30HHBIX U Ce30HHBIX M3MEHEeHHil pealusyioTcsi, Hanpumep, B Mogeasix ARMA((1,4),1) u

ARMA(1,(1,4)). Takue Mofie/ HOCSIT HA3BaHHe AJUIUTUBHBIX CE30HHBIX MOJEJEH.
ARMA((1,4),1)

Xi=a1 X1+ aaXe g+ e +bre (27)

ARMA(1, (1,4))
Xi=a1X¢—1+e€ +bre—1 + baer_a. (28)
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Myabmunauxamusnsie
crenugUKaIUY, HAIPUMeEp,

(1—a1L)Xy = (1+ b1 L)(1 + baLy)er, (29)
(1= aiL)(1 — aaL*)X; = (1 + b1 L)es. (30)

IlepBas maer
Xy = a1 X1+ €+ bie—1 + baee—a + bibaees, (31)

a BTOpas

Xi=a1 X1+ a4 Xi-a—a104 X5 + € + breg 1 (32)




image83.png
B nepBoit Mozie/n J0IycKaeTCs: B3aHMOJIEHCTBIE COCTAB/IAIONIIX CKOJIB3SIIEro CpeJjHero Ha Jarax 1 u 4 (T.e,
3HAYEHUH €1 U 5174), a BO BTOPOIi — B3aMMO/IEHCTBHE aBTOPEIPECCHOHHBIX COCTABJISIONMX Ha jJarax 1 u 4 (T.e.

3navennit Xy 1 u Xy_4 ). KoHeuHo, 9T 1iBe MOzie/M SIBJISIIOTCS JACTHBIMU CJIy9asiMU aJUIATUBHBIX MOJieJIeit

Xi=a1 Xy 1+ e +bie 1 +bye g +bse s (33)
Xi=a Xy 1+ as Xy g —asXy 5+ € +bie (34)
¢ bs = bibs , as = —aia4 . [Ipu npuGIKEHHOM BBIIOJHEHUH IIOCJIEHAX COOTHOIEHUN (no KpaliHell Mepe, eciIn

THUIIOTE3bl O HAJUYUAN TAKUX COOTHONIEHUH He OTBepramTcsx), €CTeCTBEHHO IIepeiiTH OT OlleHUBAHUS AU THBHON
MOJIeJId K OLIEHMBAHUIO MYJbTHIUIMKATHBHON MOJEJH, OUATH Clelys NPUHUuUny ‘“oxorommocmu’ Monenn
(“parsimony model”). BripoueM, Kakux-1u60 T€OPETUYECKMX OCHOBAHUM, BEJyIIMX K IPEIIOYTEHHIO OHOM

bOPMEI Ce30HHOCTH Iepest APYroil (MyIbTUINIMKATUBHOM WX aIUTUBHO!), HE CYIECTBYET.




image84.png
P q
ARMA(p,q) iz = sz + 3 By Po=1, ap#0, B #0, & - Comniii mym.
j=1 j=0

Bagayva: IIpu npe/ooxKeHnn, YT0 HEKOTOPBIA BPEMEHHOM! PSiJ L1, T, . . . , L1 IOPOXKJAELTCS

mozensio ARMA, Heo6xoaumMo 110106paTh KOHKYPEHTHYIO MOJIE/Ib M3 STOr0 KJlacca MOJieIeit.
Pemrenne sroit 3a/ja4u npeycMaTpUBaeT TPH STAIA:

1.upenTudukanus Mozuenn;

2.0IleHUBaHUE MOJEIIN;

3.AMarHOCTHUKA MOJEIIH.




image4.png
OCHOBHbIE THIOTE3BI:
1. Vi=a+bX,+&,t=1,..,n, - cnenudukanus MOJEIH.

2. X, - JeTepMUHUpOBaHHAS BeluduHa; BeKTOp (X1, ..., X,) He KOJUIMHEADEH BEKTODY i =

(1.1

3. (a) Ee, =0, E(e,)? = V(e;) = 0% - ne zasucur or t (Be =0, V() = 0%1,,)

(b) E(eies) =0 npu t # s, HEKOPPEIMPOBAHHOCTH OMMGOK J1Ist PasHBIX HaGIIOEHM.
Yacro 106aBiIsieTCsl yCIOBUE:

(c) OmmbKa &t = 1,...,n, UMEIOT COBMECTHOE HOPMAJILHOE PACIIPEJIe/IeHUe:

& ~ N(0,0%)




image85.png
Ha srane nnenrudukanmu 0pou3BogUTCsl BEIOOP HEKOTOPOH YaCTHON MOJENN U3

Beero kinacca ARMA, r.e. BbIGOp 3HAYeHHit p U ¢.




image86.png
Ha BropoM srame npou3BOAUTCH BBHIYHMCJIEHHE OLEHOK KO3(DUIMEHTOB MOJeM ¢
HUCH0Ib30BaHneM 3D (MEKTUBHBIX CTATUCTUYECKIX METOIOB. |,





image87.png
Ha Tperbem sraie IPUMEHSIIOTCH pa3JIMHYbIE AMATHOCTHYECKUE IIPOLEIYPhI IIPO-
-BEPKH 8JIeKBATHOCTH BBIOPAHHOI MOJIE/IN MMEIOIIAMCS JAHHBIM.





image88.png
N nenrudukanusa cranmonapHoit mogenu ARMA

OcCHOBHO# OTHPABHON TOYKOM JyIs1 MeHTH(UKAIMK cTauoHapHo# Moxesn ARMA
SIBJISIETCSL PA3JIMYHE IIOBEICHHS] ABTOKOPEJISLIMOHHBIX X YACTHBIX ABTOKOPEJISIIIMOHHBIX
GbyHKIMIA BpEMEHHBIX PsIZIOB, COOTBETCTBYIONMX pa3iudHbIM MozeasiMm ARMA. Panee 66110
PaCCMOTPEHO [OBeIeHNe aBTOKOPPEJIAIMOHHBIX (DYyHKIMIA yIsi pasidHbix Mojeneit ARMA.
B uacrHoCTH, GBIIIO IOKA3aHO, YTO:

1. aBrOKOppessAnnOHHble (byHKIUH p), Iponecca AR(p), HaduHas ¢ HEKOTOPOro k > p, sui-
BAIOTCS IKCIIOHEHIIMAJIBHO 3aTyXalOMUMU;
2. aBrokoppessnuonHsle GyHKIuU pi, uponecca MA(g), HaduHas ¢ Hekotoporo k > g,
obpeisatorest (py, = 0).

£IcHO, 9TO MOPSIIOK aBTOPErPECUOHHO MOJE/IN UMeeT GOJIbIIee 3HAUCHHE, OJHAKO
110 HOBE/IEHUIO TOJIBKO IIBTOKOPPEJISIMOHHOM (DYKHIIMI TPY/IHO UIEHTUDHUIMPOBATD JJaXKe 10~
pagox aucroro (6e3 M A cocrapisiomeit) mponecca aBroperpecud. Pemenmio sroro Bompoca
IIOMOTaeT PacCMOTPEHHE MOBEAEHHST YACTHOM aBTOKOPPEJISIIMOHHON DyHKIMH.




image89.png
B onpeenenne aBroKoppessinuonHoi GyHKIUI

1
Var(X;)
BXOJUT KOBapHallusl MeXK/y 3Ha4YeHUSMH IIpollecca, OTCTOAINMMHU Ha 7 HIaroB O BPEMEHN
zapyr or apyra. Oxgnako, Ha nosegenue npornecca AR(p) cTaTuCTHYECKH BIHSET HE TOJIBKO
€ro 3Havdene B MOMEHT, OTCTOSH.I.HlIfI Ha T €JUHHUIL Ha3a/l, HO U BCe IPOMEXKYTOYHbIe 3HAYCHUA
Iporecca MexKIy MOMeHTaMu t ut — T.

B 9TOM CJIydae BO3HKHUKaeT BOIIPDOC: KaKOBa JIMHeHHas CTaTHCTHYeCKasl 3aBUCH-
MOCTB MeXK/ly 3Ha4YEHUAMHU IIpollecca B 3TU MOMEHTBI, €CJIM Mbl yCTPAHUM BJIMSIHHAE BeX IIPO-
MEXKyTOYHBIX 3HaYeHUi?

KoaddupenT koppessnyun npi UCKIIOUEHHH IPOMEXKYTOYHBIX 3HAYEHU Ha3bl-
BaeTcst YACTHBIM KO3(p(DUIUEHTOM KOPPeJIsIuu.

O603HaunM Yepe3 @ik - k-0e 3HaYEHNEe YACTHON ABTOKOPPEJISIMOHHOM (yHKIIN.
Io oupenenennio g, - 910 K03hUINEHT KOPPEISALIUNA MEXKIY Ty U Ty 38 BHIYETOM TOH
YaCTH Ty, KOTOPasl JIMHEHHO 00bICHEHA IPOMEKYTOUHBIMY MIATAMY Ty 1, Ty—2, - - - y Lt—kt1-

Pr = E{ (X = )(Xe—r — 11 )}
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VickoMblit ompee/nTesb IMeeT BII:

1 P1 - Pr—2 P1
P1 1 ... ; P2
Ap=|".
: cee e 1 pea
Pk-1 Pr—2 ... 1 Pk
1 P1 P2 - Pr-1
P1 1 P e Pr-2
A=, .
Pr-1 Pr—2 Pr-3 --- 1
Ha riiaBHo#t JuaroHaiu Bce sjeMeHTHI KpoMe mocieaHero Oyayr pasusl 1. CBssb
Mex 1y KoabdumentaMu pq; U Py, . . ., Pk, TO €CTh MEXK/IY aBTOKOPPEJIAIMOHHONR U JYaCTHOR
aBTOKOPPEJIAIUOHHOM (DYHKIUSIME, BBIPAXKAETCS CIIELYIOMMME COOTHOIICHUSIMA:
A,
Ok = Kk’ rge A - OIpeJesuTeNb CUCTEMBI ypaBHEHUH
1 P - Pr—2 Pr-1
po 1o 2
A=, |-
Ph=1 «er eei s 1

Taxum 06pa3oM, 3Hast KO3(DGUIMEHTH! aBTOKOPPEIISIMOHHON (DYHKIMH, MOXKHO
no ypasaenusiM FOua-Yokepa neepcunrars Ko3(bdUIMEHTHl YACTHON aBTOKOPPEJISIIHOHHOM
Gyuxuun, 1 Ha060POT.
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OO6muMit BBIBOJ: YacTHAsl aBTOKOPPEJISIIUOHHAsT (DYHKIMS aBTOPEIPECCHOHHOIO
nponecca AR(p), pasra 0 gz k > p, u Boobue rosopst, He pasHa 0 upu k < p.
—— —

AP
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IIOJIy4€HHOU CIIOCOOOM aHaJIOTMYHBIM Ipoueccy AnMA(l,1). CjenosBaTelbHO, HaAYUHAA C
HoMepa max(p, ¢ + 1), aBrokoppensuonnas ¢yHKims "3aTyxaer"TOM e CMBICIE, YTO U
st poriecca AR. Taxum ke Ka4eCTBEHHBIM TOBEJICHUEM XADAKTEPU3YeTCs M HACTHAS aB-
ToKOppessnuonnast ¢ynkuus nponecca ARMA(p, g). NaTynruBHO TaKoe CBOXCTBO HOHATHO.
MBst rosopuny, uro aus M A(g) aBTokoppessinuonHas (GyHKIHsS sl HOMEPOB, GOIBIINX ¢,
npocro pasHa Hyimo. Ilostomy Biusinme M A-gactu npu k£ > ¢ Kak Obl IIpeKpaINaeTcs, 1
naibie "paboraer"Tomsko AR(p). Haobopor, qacTHas aBTOKOppessanuonnas dyHKIs 11s
npouecca AR(p) mnst k, Gonpmux dem p, pasua mymo. To ecrb AR(p) nepecraer BiusTh Ha
YaCTHYIO aBTOKOPPE/ISIIMOHHYIO (DYHKIMIO, X OCTaeTesl TOJbKO Bimsiaue MA(g).

Beisog: Ecin nponece ornocutest k Ty ARM A(p, g), TO, HAYMHASL C HEKOTOPOTO
HOoMepa (IIpUdYeM 3TOT HOMEp BaXKeH, OH HAM TOBOPHT O BEJUYMHE P U (), U ABTOKOPPEJIsi-
LMOHHASI, ¥ YACTHAsI ABTOKOPPEJIANMOHHAsL (QYHKIMU BELyT cebsi KaK CyMMa 3aTyXalOIlnX
SKCIIOHEHT, €CJIM Psi/l CTAIOHADEH.
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Bunert 11. HecTauuoHapHbIi NpoLecc aBToperpeccun-uHTerpupoBaHHOro
ckonb3siero cpeaHero ARIMA (p,d,q). Moaxon Bokca-[keHKMHCAa NOCTPOEHUA
mopenu tuna ARIMA (p,d,q) no peanusauuv BpeMeHHOro psaa.

Mogenb ARIMA npumeHseTca B Tex Cay4vanx, Koraa uccnesyemblii paj HectaumoHapeH. Pag,
CTaHOBUTCA CTALMOHAPHBIM MPY NOMOLLY ONepaTopa PasHoCTH:

= Xe—Xeq
A X, = AF1X, — AR,
Mogens ARIMA(p, d, q) BbirnsaguT cnegyiowmum o6pasom:

P

q
AlX, = Z A%, + Z bjg,_j+ &
j=1 Jj=1

OnepaTop pa3sHOCTY cTeneHy d No3BOAAET NPUBECTU K CTALMOHAPHOMY BUAY PAZ C TPEHAOM CTeneHu d.

Nopaxop, Bokca-fKeHKuHca

3TOT NOAXO0A, CAYXUT ANA BbiGopa TMNa Mmogenu ARIMA no BpemeHHOMy pagy. OH BKAloYaeT B ceba
cneayiolme sTansl:

1) WaeHTMOMKauua moaenm
Ec/v pAag, CTauMoHapeH, To, HauMHan C KaKOro-To HOMEpa, ero aBTOKOPPENALMN HAUHYT
y6biBaTh. ECAIN 3TOrO He NPOMCXOAMT, TO CHaYaa HY)KHO NPUBECTU PAA K CTaLMOHAPHOMY,
BbI6paB NopaAoK uHTerpaumm d. O6biuHo d < 2.
K nonyueHHOMy pAgy HyxHO noao6pate napameTtpsl p U g mogenm ARMA(p, ).
2) OueHka mogenu
Ha 3ToM 3Tane, C y)e U3BECTHBIMMU P U , OLEHMBAIOTCA KOIGOUUMEHTBI Ay, ..., Ap, by, ..
3) [MarHoCTMKa M TECTUPOBaHWE MOAENH
4) Wcnonb3oBaHWe MOAEAN ANA NPOrHO3MPOBaHMA GYAYLIMX 3HAYEHNI BPEMEHHOrO pAaa
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Ho, eciu 06oznauuts (1 — L)%z, = y;, TO Y, - 9TO CTAIMOHAPHBIH IpOIIECC.




